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3. De�nujme funkci

f(x) :=
∞∑
n=1

(−1)nxn+2

n2 + 2n
.

Polomìr konvergence této øady je R = 1. Navíc, øada konverguje i pro

x = ±1 a tedy funkce f je spojitá na intervalu [−1, 1]. Pro |x| < 1
mù¾eme derivovat èlen po èlenu a máme

f ′(x) :=
∞∑
n=1

(−1)nxn+1

n
= −x

∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n
= −x ln(1 + x).

Proto¾e f(0) = 0, dostáváme

f(y) =

∫ y

0

f ′(x)dx =

∫ y

0

−x ln(1 + x)dx = −1

2
[x2 ln(1 + x)]y0 +

1

2

∫ y

0

x2

x+ 1
dx

= −1

2
[x2 ln(1 + x)]y0 +

1

4
[(x− 1)2]y0 +

1

2
[ln(1 + x)]y0

= −1

2
y2 ln(1 + y)− 1

4
+

1

4
(y − 1)2 +

1

2
ln(1 + y).

A tedy

f(1) = lim
y→1−

f(y) = lim
y→1−

−1

2
y2 ln(1 + y)−1

4
+
1

4
(y−1)2+1

2
ln(1 + y) = −1

4
.

1



4. Chceme defacto vyintegrovat funkci hustoty podél zadané køivky. Pøi-

pomeòme, ¾e elipsa je parametrizovaná x(t) =
√
3 cos t, y(t) = 2 sin t a

t ∈ [0, 2π]. Hmotnost drátu je pak dána pomocí integrálu

M =

∫ 2π

0

%(y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt =

∫ 2π

0

8| sin3 t|
√

3 sin2 t+ 4 cos2 t dt

= 16

∫ π

0

sin3 t
√
3 + cos2 t dt =

cos t=r
= 16

∫ 1

−1
(1− r2)

√
3 + r2 dr

r=
√
3 sinh t
= 48

∫ s

−s
(1− 3 sinh2 t) cosh2 t dt,

kde s = argsinh 1√
3
. Zde máme nìkolik mo¾ností, nejjednodu¹¹í je asi

vyjádøit integrand v exponenciální formì, kde platí

(1− 3 sinh2 t) cosh2 t =
1

16
(14− 3e−4t + 4e−2t + 4e2t − 3e4t),

co¾ mù¾eme integrovat hned, pøípadnì si je¹tì mù¾eme dále upravit na

7

8
+

1

2
cosh(2t)− 3

8
cosh(4t)

a integrovat

M =

∫ s

−s
42 + 24 cosh(2t)− 18 cosh(4t) dt

=

[
42t+ 12 sinh(2t)− 9

2
sinh(4t)

]s
−s
.

Tento výsledek u¾ není potøeba dál upravovat.
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